
��������
�������

������� �������� = # /� �_������ /� ������������[�� ������������] ��

���������@������������@� ⩵ ���������������� ⧴ � <> ������� ��

� / ��� + ��  �

���������[%]

������������� = � * �����������������

������� ������������������������������������������������������������������������������

�����������������������

������� �������

������� �������

Above commands enable us to globally work at a higher than default precision

������� ϵ�� = �����

����� = ���

���ϵ��� = ���

Above are global parameters.  Very important is ϵin, which in the paper is also called ϵraw, where we 

consider the cases
ϵin=0.01    (the high noise regime)
ϵin=0.001  (the low noise regime)

�����������������

���������

Success probabiltiy and error out for various protocols.  Also a map funciton that takes as input a 

sqeuence, e.g.  {ϵ , C} where ϵ is the error of inpout states and C is there cost.  The function then 

outputs a new pair.

�������������
�������

�����[ϵ_] = � - �� ϵ + �� ϵ
�
- ��� ϵ

�
+ ��� ϵ

�
- ��� ϵ

�
+ ��� ϵ

�
- ��� ϵ

�
+ �� ϵ

��

ϵ������[ϵ_] =
� ϵ� - �� ϵ� + ��� ϵ� - ��� ϵ� + ��� ϵ� - ��� ϵ� + �� ϵ�

�����[ϵ]
�

������[�����_] �= ϵ������[�����[[�]]]�
� * �����[[�]]

�����[�����[[�]]]
�



��������������������

�������� ���[ϵ_� �_] =
�

�
* � + �� + � ��+� � /� � → (� - � ϵ)�

ϵ�����[ϵ_� �_] = � -
� + � �� + �� + � ��+� � + � ��+� �

� * � + �� + � ��+� �
/� � → (� - � ϵ)�

�����[�����_� �_] �= ϵ�����[�����[[�]]� �]�
� +

�
�
 * �����[[�]]

���[�����[[�]]� �]


�������������������������

��������

����[ϵ_] �=
� + �� (� - � ϵ)�

��
�

����[ϵ_] �= � - �� (� - � ϵ)
�
+ �� (� - � ϵ)

�
- (� - � ϵ)

��
  (�� * ����[ϵ])�

�����[�����_] �= ����[�����[[�]]]�
�� * �����[[�]]

����[�����[[�]]]
�

���L

�������� �����[ϵ�_� ϵ�_� δ_] = � - ��� ϵ�� + ��� ϵ�� - ��� ϵ�� +

�� ϵ�� -
�

�
δ (� - � ϵ�)� (� - � ϵ�)� - � ϵ� + � ϵ�� - �� ϵ�� � - ϵ� + ϵ�� +

�� ϵ�� � - ϵ� + ϵ�� - � ϵ� � - � ϵ� + � ϵ�� + � ϵ�� � - � ϵ� + � ϵ���

ϵ�������[ϵ�_� ϵ�_� δ_] =
�

�����[ϵ�� ϵ�� δ]
*

δ

�
- � δ ϵ� + � ϵ�� + � δ ϵ�� - �� ϵ�� - � δ ϵ�� + ��� ϵ�� + � δ ϵ�� - ��� ϵ�� +

��� ϵ�� - ��� ϵ�� + �� ϵ�� + ϵ�� - δ ϵ�� - � ϵ� ϵ�� + � δ ϵ� ϵ�� + �� ϵ�� ϵ�� -

�� δ ϵ�� ϵ�� - �� ϵ�� ϵ�� + �� δ ϵ�� ϵ�� + �� ϵ�� ϵ�� - �� δ ϵ�� ϵ�� �

�������������[������_� ������_� �����δ_] �=

ϵ�������[������[[�]]� ������[[�]]� �����δ[[�]]]�

� * ������[[�]] + � * ������[[�]] + �����δ[[�]]

� * �����[������[[�]]� ������[[�]]� �����δ[[�]]]


��

�������� ����[ϵ�_� ϵ�_� δ_] = � - � * ϵ� - �� * ϵ� - δ�

ϵ�����[ϵ�_� ϵ�_� δ_] = ϵ�� + �� * ϵ�� + δ�

Approximate, leading order expressions for the Duclos-Ciani and Poulin protcol.  Provided by 
Duclos-Ciani in private communication.  Note they differ from those given in their paper as the 

published paper gives an expression that counts all the weight 2 errors as contirbuting to ϵout, when 

in fact only a fraction actually contribute to ϵout.  While the equation in the Duclos-Ciani and Poulin 

paper is incorrect, their analysis and plots are based on the correct expression obtained by explicit 
simulation in mathematica.
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���������������������������
��������

ϵ���� = ����ϵ�����ϵ� ϵ� ϵ
�
� ϵ�������ϵ� ϵ� ϵ

�
� ϵ������[ϵ]� ϵ� ��-�� �����

��������� → {{������ ����}� {{����� �����}}� {������� ������}}�

�������� = ����� - ����ϵ� ϵ� ϵ
�
� � - �����ϵ� ϵ� ϵ

�
� � - �����[ϵ]� {ϵ� �� ����}�

��������� → {{������ ����}� {{����� �����}}� {������� ������}}�

������������[{{ϵ����}� {��������}}]

��������

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

0.0005

0.0010

0.0015

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

0.05

0.10

0.15

Comparison of the failure probabiltiy and error out for MEL3, MELL andDPL.  Equations used are 

exact for ���� ��� ���� but only leading order approximations for DPL.

Plots above used as basis for Fig 4.a of paper.
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����������������������������������������
��������

������[������_] �=

������{����� ����� �� ϵ������ ���}� ���� = ����������[������][[�]]�

���� = {{ϵ��� �}}�

��� = �������

���� = �� � < ������ �++�

ϵ����� = ϵ�� * ��-
���ϵ���*�

����� �

��� = ������[���� #[[�]] ≤ ϵ����� �]�

��� = ������[���� #[[�]] �]�

��[����������[���][[�]] > ��

���� = ������[����� ���[[�]]]�]�

�

���� = ����������������[����]�

����



BestOf takes large lists of the form {epsilon, Cost} and sifts for the lowest cost protocols within a 

certain epsilon window.

�������� �������[������_� ���������_] �=

������{��������� ������� ������� �� �� ���������� δ� �� ϵ���� ϵ���}�

�������� = {{ϵ��� �}}�

������ = ����������[������][[�]]�

������ = ����������[���������][[�]]�

�������� = {{ϵ��� �}}�

���� = �� � < ������� �++�

���� = �� � < ������� �++�

ϵ��� = ���������[[�� �]]�

ϵ��� = ������[[�� �]]�

δ =
�

�
* ϵ��� +

�

�
* (ϵ��� * (� - ϵ���) + ϵ��� * (� - ϵ���))�

� = ���������[[�� �]] +
�

�
* ������[[�� �]]�

��������� = { δ � �}�

�������� = ������[��������� ���������]�

��

�������� = ������[��������]�

�����[�������� ������� �������� ���� ������ �� ���� =>��

����������[��������][[�]]]�

��������

nestPIV outputs a cost function C( δL, PL) for a pivotal rotation based on the oldPIV C( δL-1, PL-1)  
and the relevant Magic Cost C( ϵL, WL ).
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���������[�����_� �����_ � �������_] �=

������[{������ ������ �������� ��� ��� ����� ��������}� �������� = ������

����� = ����������[�����][[�]]�

����� = ����������[�����][[�]]�

������� = ����������[�������][[�]]�

���[�� = �� �� < ������ ��++�

���[�� = �� �� < ������ ��++�

���[���� = �� ���� < �������� ����++�

�������� = ������[���������

�������������[�����[[��]]� �����[[��]]� �������[[����]]]]�

]�

]�

]�

�������� = ������[��������]�

�����[������ �������� ���� ������ �� ���� =>�� ����������[��������][[�]]]�

��������

]

nextRound takes as input a list of many achieveable values of {ϵ, C} for various magic states and 

then applies another round of distillation of MEKL to obtain another such list.  nextRound is entirely 
brute force and searches through all possible combinations of different inputs.  This is a huge 

number of combinations so the function ends with BestOf to select just the most efficient elements 
of the list.

�������� ������[����_] �= ����������� ��-��
< #[[�]] <

ϵ��

�
��

������������[���_] �= ������[{����� ������� �� �����}�

����� = ������[���]�

������ = ����������[�����][[�]]�

���� = {{ -���[��� �����[[�� �]]] � �����[[�� �]]}}�

���[� = �� � ≤ ������� �++�

���� = ������[����� { -���[��� �����[[�� �]]] � �����[[�� �]]} ]�

]�

����

]

The above functions are simply used to filter the data and convert the Cost into a Log( cost ) and is 
used before plotting.
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��������

�������������[������_] �= ������[{������ �� ����������� ������}�

���������� = �������

������ = ����������[����������][[�]]�

���[� = �� � < ������� �++�

���������� = ������[����������� �����[����������[[�]]]]�

���������� = ������[����������� ������[����������[[�]]]]�

���[����� = �� ����� < ���� �����++�

���������� = ������[����������� �����[ ����������[[�]]� � * ����� ]]�]�

���������� = ������[����������� �]�

]�

������[����������]

]

�������� ���������� = {{ϵ��� �}}�

���������� = �������������[����������]�

���������� = �������������[����������]�

���������� = �������������[����������]�

���������� = �������������[����������]�

���������� = �������������[����������]�

�� = ��������������[����������� ����� → ���������]

���[����������]

��������� � ��������� ��������������� ������� ���� �������������� ����� ������������� �������� 
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�������� �������������[{ϵ��� �}� {ϵ��� �}� {ϵ��� �}]

�������� {�����������������������������������������������������������������������������

����������������������������

�����������������������������������������������������������������������������

�������������������������}

��������

���������� = {�������������[{ϵ��� �}� {ϵ��� �}� {ϵ��� �}]}�

���������� = ���������[����������� ���������� � ����������]�

���������� = ���������[����������� ���������� � ����������]�

���������� = ���������[����������� ���������� � ����������]�

���������� = ���������[����������� ���������� � ����������]�

�� = ��������������[����������� ��������� → ���]

����� �������� ���� ������ �� ���� =>�

����� �������� ���� ������ �� ���� =>��

����� �������� ���� ������ �� ���� =>��

����� �������� ���� ������ �� ���� =>��

��������� � ��������� ��������������� ������� ���� �������������� ����� ������������� �������� 
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�������� ��������� = �������[����������� ����������]�

������� ������� �������� ���� ������ �� ���� =>��

�������� ���������� = {�������������[{ϵ��� �}� {ϵ��� �}� {ϵ��� �}]}�

���������� = ���������[����������� ���������� � ���������]�

���������� = ���������[����������� ���������� � ���������]�

���������� = ���������[����������� ���������� � ���������]�

���������� = ���������[����������� ���������� � ���������]�

�� = ��������������[����������� ��������� → ������]
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����� �������� ���� ������ �� ���� =>�

����� �������� ���� ������ �� ���� =>��

����� �������� ���� ������ �� ���� =>��

����� �������� ���� ������ �� ���� =>��

��������� � ��������� ��������������� ������� ���� �������������� ����� ������������� �������� 
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������� ������� �������� ���� ������ �� ���� =>��

�������� ���������� = {�������������[{ϵ��� �}� {ϵ��� �}� {ϵ��� �}]}�

���������� = ���������[����������� ���������� � ���������]�

���������� = ���������[����������� ���������� � ���������]�

���������� = ���������[����������� ���������� � ���������]�

���������� = ���������[����������� ���������� � ���������]�

�� = ��������������[����������� ��������� → �����]

����� �������� ���� ������ �� ���� =>�

����� �������� ���� ������ �� ���� =>��

����� �������� ���� ������ �� ���� =>��

����� �������� ���� ������ �� ���� =>��
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�������� ��������� = �������[���������� ���������� ]�

������� ������� �������� ���� ������ �� ���� =>��

�������� ���������� = {�������������[{ϵ��� �}� {ϵ��� �}� {ϵ��� �}]}�

���������� = ���������[����������� ���������� � ���������]�

���������� = ���������[����������� ���������� � ���������]�

���������� = ���������[����������� ���������� � ���������]�

���������� = ���������[����������� ���������� � ���������]�

�� = ��������������[����������� ��������� → ������]

����� �������� ���� ������ �� ���� =>�

����� �������� ���� ������ �� ���� =>��

����� �������� ���� ������ �� ���� =>��

����� �������� ���� ������ �� ���� =>��

��������� � ��������� ��������������� ������� ���� �������������� ����� ������������� �������� 
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�������� ���� = ������������[����������]�

���� = ������������[����������]�

���� = ������������[����������]�

���� = ������������[����������]�

���� = ������������[����������]�

������ = ��������������{����� ����� ����� ����� ����}� ��������� → �� ���

��������� � ��������� ��������������� ������� ���� �������������� ����� ������������� �������� 

��������
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Construct a plot on a Log vs LogLog scale showing all WL distillation costs

������������������������

��������� ��� = {{����� ����}� {����� ���}� {����� ����}}�

��� = {{����� ����}� {����� ���}� {����� ����}}�

��� = {{����� ����}� {����� ���}� {����� ����}}�

��� = {{����� ���}� {����� ���} � {����� ����}}�

Above data taken from published DP paper in  table 1.

���������

�������[����_� �����_� ����_] �=

������{α� β� γ� ��� ��� ��� ��� ��������� ���������� ������ ������}�

����� = ������������ α + β * �γ� {α� β� γ}� ��

������ = ������������� α + β * �γ� {α� β� γ}� ��

��������[�_] = α + β * �γ
/� ������

���������[�_] = α + β * �γ
/� �������

�� = ����[��������[�]� {�� �� ��}]�

�� = ��������[������ ��������� → ������]�

�� = ��������[����]�

�� = ����[���������[�]� {�� �� ��}�

���������� → {�� �}� ��������� → ������� ��������� → {�� ����}]�

����[��� ��� ��� ��]


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Above module finds fits to MEKL data andCPL data, and combines fits with actual data into a plot

���������

������������[{{�������[���� ����� ����]� �������[���� ����� ����]}�
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Above lists give the error rate and T-count of performing gates in the L=4,5,6 levels of the Clifford 

hierarchy.  All obtained from gridsynth http://www.mathstat.dal.ca/~selinger/newsynth/
We also plot this data
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Combined Tcount and magic state cost for L=4,5,6.
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The above compares the gate synthesis data with the MEKL data.

Plots above used as basis of Fig. 5 of paper.
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